Etude du temps minimal de controlabilité a zéro de 1’équation

de Grushin controlée sur une bande verticale.

En collaboration avec M. Morancey and F. Boyer.

Institut de Mathématiques de Marseille.

Mardi 23 Janvier 2018

and F. Bo, Controéle a z



Le probleme du cont

PROBLEME PARABOLIQUE

Variable d’espace : « € Q2 C RN de classe C2.

Variable temporelle : ¢ € (0,T), T > 0 a préciser.

Soient Qr = (0,T) x Q et Popérateur elliptique général :

A

L:=— Z 32 (am(z t) ) + Eb (z,t) t + c(z, t)e | avec
3,7=1

Qg5 € WI’OO(QT)7bi,C S LOO(QT),OCI'J = 044, vérifiant :

N
30>0,VE€RY ,ps.z€Q, Y o j(z,0)6& > 0/¢%
i,j=1

Controle a



Le probleme du controle a zéro

PROBLEME PARABOLIQUE

Variable d’espace : « € Q2 C RN de classe C2.

Variable temporelle : ¢ € (0,T), T > 0 a préciser.

Soient Qr = (0,T) x Q et Popérateur elliptique général :
N

L:=— Z aizz (am z,t) ) +Eb (z,t) t + c(z, t)e | avec

a5 € WI’OO(QT)7bi,C c LOO(QT),OCI'J = 044, vérifiant :

N
30>0,VE€RY ,ps.z€Q, Y o j(z,0)6& > 0/¢%
i,j=1

of+ Lf =1,usur Qr
(G) 4 £(0) = 0 € L3(Q) sur
f=0sur (0,T) x 9Q.
Domaine de contréle : w de mesure non nulle.
Si f0 € L2(Q) et u € L?(Qr) alors il existe une unique solution (faible)

f€CO(0,T],L3(2)) N L2(0,T, H}(R2)) au probléeme (G) stable par rapport aux
données (fY et u).

En collaboration ¢ . Mo and F. Controle a zéro de I’équation de Grushin



Le probleme de controéle

LE CONTROLE A ZERO

otf+ Lf =14,u sur Qr
(G) 4 £(0) = f0 € L?(Q) sur O
f=0sur (0,7) x 99Q.
But : V40 € L2(Q), trouver u € L2(Q7) tel que f(T) = 0.

Digression : D’ou vient ce probleme 7
Question naturelle : Pour tout y € E, trouver u € L?(Qr) tel que f(T) = y.

@ Avec E = L2(Q) = Impossible. Exemple : L = —A, I’équation de la chaleur
régularise les solutions : f(t) € C*°(Q), pour t € (0,T].

@ Avec E l'espace d’états atteignables pour toute donnée initiale fO € L2(Q2) et
u € L2(Qr) = Trouver E : probléme ouvert.

»  Dardé, Ervedoza, On the reachable set for the one-dimensional heat
equation. Submitted.

»  Martin, Rosier, Rouchon. On the reachable sets for the boundary control
of the heat equation. Applied Mathematics Research eXpress, 2016

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



Le probleme de controéle

LE CONTROLE A ZERO

otf + Lf =1,u sur Qr
(G) 4 £(0) = f0 € L?(Q) sur O
f=0sur (0,7) x 99Q.
But : V40 € L2(Q), trouver u € L2(Q7) tel que f(T) = 0.

Digression : D’ou vient ce probleme 7
Question naturelle :

Yyo,90 € L3(Q), Yu € L*(Qr), 36 € L*(Q1), S(T,yo,u) = S(T, 9o, )?

Controle aux trajectoires :

zéro de I’équation de Grushin



Le probleme de controéle

LE CONTROLE A ZERO

otf+ Lf =14,u sur Qr
(G) 4 £(0) = f0 € L?(Q) sur O
f=0sur (0,7) x 99Q.

But : V40 € L2(Q), trouver u € L2(Q7) tel que f(T) = 0.

© 1971-1974 : Fattorini, Russel
L=-A,Q=(01).
Controlable VT' > 0.
Outil : Méthode des moments.

@ 1995 - 1996 : Lebeau, Robbiano
L=-A,QCRN.
Controlable VI' > 0.
Outil : Inégalité spectrale (qui porte leur nom).

@ 1995 - 1996 : Fursikov, Imanuvilov
Opérateur L général.
Controlable VT' > 0.
Outil : Inégalité de Carleman.

(3) se base sur ’équivalence entre controlabilité & zéro et inégalité d’observabilité.

En collabo E . Mo and F. Controle a zéro de I’équation de Grushin



Le probleme de contr

LE CONTROLE A ZERO
But : V40 € L2(Q), trouver u € L2(Qr) tel que f(T) = 0.
11 existe des probléemes de controle & zéro d’équations paraboliques :

e non controélables si T' < T*.
e controlables si T > T™*.

zéro de I’équation de Grushin



Le probleme de controéle

LE CONTROLE A ZERO
But : V40 € L2(Q), trouver u € L2(Qr) tel que f(T) = 0.
11 existe des probléemes de controle & zéro d’équations paraboliques :

e non controélables si T' < T*.
e controlables si T > T™*.
TEMPS MINIMAL

Temps minimal, noté T* et vérifiant :

vT € RMI\{T*}, [Vf° € L3(Q), Ju € L*(Qr), f(T) =0] & [T > T*].

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



Le probleme de controéle

LE CONTROLE A ZERO
But : V40 € L2(Q), trouver u € L2(Qr) tel que f(T) = 0.
11 existe des probléemes de controle & zéro d’équations paraboliques :

e non controélables si T' < T*.
e controlables si T > T™*.
TEMPS MINIMAL
Temps minimal, noté T* et vérifiant :

vT € RMI\{T*}, [Vf° € L3(Q), Ju € L*(Qr), f(T) =0] & [T > T*].

EXEMPLE
o Q:=(0,7), A:= —0zaz, éléments propres notés (Ax, dx)rx>1-
0 Oif + Lf = dzpu ol 2o €]0, 7.

log |4,
T;O — lim sup — og ‘ ) (d)k)l
Ak

Et méme :

{T7y» o €]0,7[} = [0, 00], mieux : V7 € [0,00], {xo €]0,n[, T =7} = [0,7]

0’

> Dolecki Observability for the one-dimensional heat equation, 1973.

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



Le probleme de controéle

L’EQUATION DE GRUSHIN

Opérateur elliptique dégénéré : | L := —0pq — \x|278yy
Y Q
1
Orf + Af = 1yu sur (0,T) X Q
T (G)S £(0) = f° € L3(Q) sur O
w f=0sur (0,T) x 00.
-1 0 a b 1 =z

> Beauchard, Cannarsa, Guiglielmi, Null controllability of Grushin-type
operators in dimension two, 2014.
Temps minimal :
@ v>1:T* =400 (dégénérescence trop forte)
e y=1:T*> % (cas intermédiaire)
e v€(0,1): T* =0 (dégénérescence trop faible)

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



Le probleme de contr

L’EQUATION DE GRUSHIN

Opérateur elliptique dégénéré : | L := —0pq — \x|278yy
Y Q
1
Orf + Af = 1yu sur (0,T) X Q
T (G)S £(0) = f° € L3(Q) sur O
w f=0sur (0,T) x 00.
-1 0 a b 1 =z

> Beauchard, Cannarsa, Guiglielmi, Null controllability of Grushin-type
operators in dimension two, 2014.
Temps minimal :
@ v>1:T* =400 (dégénérescence trop forte)
e y=1:T*> % (cas intermédiaire)
e v€(0,1): T* =0 (dégénérescence trop faible)

But : montrer que | T* = > lorsque v = 1.

— Outil : inégalité d’observabilité et méthode des moments.
— Etude du spectre d’une infinité d’équations de Sturm-Liouville.
— Un cas rare ou 'on sait établir la controlabilité a zéro lorsque T = T*.

Controéle a zéro de I’équation de Grushin



Stratégie de la preuve : établir I'inégalité d’observabilité

EQUATION DIRECTE
0tg — Opug — 120yyg =0, (t,x,y) € (0,00) x
(F.Eq) < g(t,z,y) =0, (t,z,y) € (0,00) x ON
9(0,z,y) = ¢°(z,y), (z,y) €,
INEGALITE D’OBSERVABILITE

Contraler & zéro équivaut a prouver : 3C > 0, Vg° € L3(Q),

T
/992(T,x,y)dwdy§02/o /92(t,x,y)dxdydt7 (OBS)
w

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



Stratégie de la preuve : établir I'inégalité d’observabilité

EQUATION DIRECTE
0tg — Opug — 120yyg =0, (t,x,y) € (0,00) x
(F.Eq) < g(t,z,y) =0, (t,z,y) € (0,00) x ON
9(0,z,y) = ¢°(z,y), (z,y) €,
INEGALITE D’OBSERVABILITE

Contraler & zéro équivaut a prouver : 3C > 0, Vg° € L3(Q),

T
/ 9> (T, z,y)dwdy < 02/ / 9 (t, , y)dzdydt, (OBS)
Q 0 w
Idée : la géométrie autorise & décomposer g en séries de Fourier selon Oy :

g(t,z,y) = Z gn(t,2)pn(y)

neN*

;wec On(y) = V2sin(nmy) et gn(t,z) = fO (t,z,y)pn(y)dy

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



Stratégie de la preuve : établir I'inégalité d’observabilité

EQUATION DIRECTE
0tg — Opug — 120yyg =0, (t,x,y) € (0,00) x
(F.Eq) < g(t,z,y) =0, (t,z,y) € (0,00) x ON
9(0,z,y) = ¢°(z,y), (z,y) €,
INEGALITE D’OBSERVABILITE

Contraler & zéro équivaut a prouver : 3C > 0, Vg° € L3(Q),

T
/ 9*(T, =, y)dxdy < 02/ / 92 (t, z, y)dzdydt, (OBS)
Q 0 w
Idée : la géométrie autorise & décomposer g en séries de Fourier selon Oy :

g(t,z,y) = Z gn(t,2)pn(y)

neN*

;wec On(y) = V2sin(nmy) et gn(t,z) = fO (t,z,y)pn(y)dy
ST

1 T b
Je >0, Vg® € L2, ¥n € N¥, / g2 (T, z)dx < 02/ / g2 (t,z)dzdt | (OBS.n)
—1 0 a

ALORS (OBS) EST VRAIE.

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



ratégie de la preuve : établir une infinité d’inégalités d’observ

1 T b
Je >0, Vg® € L2, ¥n € N*, / g2 (T, x)dax < 02/ / g2 (t,x)dzdt  (OBS.n)
1 0 a

Sil'on retraduit maintenant (OBS.n) en termes de contrélabilité, on obtient LES
PROBLEMES de controéle a zéro suivants

> Beauchard, Cannarsa, Guiglielmi, Null controllability of Grushin-type

operators in dimension two, 2014.

Otgn — Ozagn + (7L7T)2Z‘2gn = un(t, Z')l(a,b) (z), (t,z) € Qr,
gn(t’il) :07 te (OzT)y

1
gn (0, ) :/0 go(z,y)Pn (v)dy, z € Q.

> & zéro de I’équation de Grushin



Stratégie de la preuve : établir une infinité d’inégalités d’observabilité

1 T b
Je >0, Vg® € L2, ¥n € N*, / g2 (T, x)dax < 02/ / g2 (t,x)dzdt  (OBS.n)
1 0 a

Sil'on retraduit maintenant (OBS.n) en termes de contrélabilité, on obtient LES
PROBLEMES de controéle a zéro suivants

»  Beauchard, Cannarsa, Guiglielmi, Null controllability of Grushin-type
operators in dimension two, 2014.

Otgn — Ozagn + (7L7T)2Z‘2gn = un(t, Z')l(a,b) (z), (t,z) € Qr,
gn(t’il) :07 te (OzT)y

1
gn (0, ) :/0 go(z,y)Pn (v)dy, z €.

SI

Je >0, Vn € N*, [lunllr2¢0,1)x (a,6)) < €

ALORS LA CONDITION (OBS.n) EST VERIFIEE.

— Une infinité de problémes de controle
— Outil : méthodes des moments

En collabo ion a > M. D a nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de



La méthode des moments : 1'idée

On note (Ajn,gj,n) les éléments propres de 'opérateur Ay := —0zo + n2mw2x2.

Remarquons que la fonction ‘ p:(t,z) — gjyn(x)e_Aj,n(T_t) vérifie I’équation :

— O+ Anp =0 (t,x) € Qr,
p(t,z) =0, t € (0,T) x 09, (2)
QO(T) =9j,n-

Multiplions (1) par ¢ et intégrons sur Q7 :
/ (815971)(,0 + (Angn)npdtdm = / unl(a,b)godtdx
Qr Qr

[ 9@ o) = 0u(@)p(O)de + [ ~00(010) + gu(Anpitde = [ wn(uypdda
QT QT Qr

=0

up résout le probléme de controle ST ET SEULEMENT SI

b T
L R
Q a 0

L’idée consiste maintenant & décomposer u, de fagon astucieuse.

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer.

zéro de I’équation de Grushin



La méthode des moments : notion de famille biorthogonale

Définition: Famille biorthogonale

Soit ¥ := (0})k>1 une suite de réels positifs.
On appelle famille biorthogonale de X, la suite de fonctions (qu)jzl vérifiant :

T
Vhi21qF €207, [ e TGP0t =y
0

Prenons alors ¥ = Ay := (Ag,n)k>1 €t un sous la forme :

Un(t, l’) = Z (l(a,b) (x)gk,n(w)) q]i\n (t)ak,n7

E>1

b T
—/ gn(O)sO(O)dx=/ gj,n/ une N (T drdy
Q a 0

b
- /Q 00 (0)p(0)dx = / 02 oty i
a

Rappelons que : ¢(t,z) = gjm(z)e*)‘I"(T*t).On obtient alors

/ n(0)g5,ndz
Q

b 2
/ gjﬁndz
a

—Xj,nT

Qjp 1= —€ X

Controle a zéro de I’équation de Grushin



La méthode des moments : notion de famille biorthogonale

Définition: Famille biorthogonale

Soit X := (0y)k>1 une suite de réels positifs.
On appelle famille biorthogonale de X, la suite de fonctions (qu)]-zl vérifiant :

T
Vk,j > 1, q; € L*(0,T), /O e T2 (t)dt = 6 ;.

Voici I'expression de un, :

un(t,2) = = 3 (o) (@)0n (@) g7 (e e T x J2 T
k=1 / o2 (w)dz

@ Existence de (q,?")kzl ?

@ Borne uniforme sur (un)p>1 ?

Controéle a zéro de I’équation de Grushin



La méthode des moments : notion de famille biorthogonale

Définition: Famille biorthogonale

Soit X := (0y)k>1 une suite de réels positifs.
On appelle famille biorthogonale de X, la suite de fonctions (qu)]-zl vérifiant :

T
Vh21,q7 € L20.T), [ e TR0 = b
0

Voici I'expression de un, :

A / gn(o)gk,ndm
'U«n(t7 CC) == Z (1(a,b)(x)gk:,n(x)) qkn(t)eiAk’nT X 91,77
= J e
a

@ Existence de (q,?")kzl ?

_2)‘k: T ”9 HLQ(Q)

2
2 ”u’ﬂ”LZ((O T)x(0,1)) = Zk>1 Hgk "HLQ(a b)qu ”L2(O T) gk, n”

L2(a,b)

zéro de I’équation de Grushin



La méthode des moments : notion de famille biorthogonale

Définition: Famille biorthogonale

Soit X := (0y)k>1 une suite de réels positifs.
On appelle famille biorthogonale de X, la suite de fonctions (qu)]-zl vérifiant :

T
Vh21,q7 € L20.T), [ e TR0 = b
0

Voici I'expression de un, :

A / gn(o)gk,ndm
'U«n(t7 CC) == Z (1(a,b)(x)gk:,n(x)) qkn(t)eiAk’nT X 91,77
= J e
a

@ Existence de (q,?")kzl ?

191122
2 o= 2Nk, T L2()
© llunlZa om0, < Dz 190" 1720,y ™

L2(a,b)

zéro de I’équation de Grushin



La méthode des moments : notion de famille biorthogonale

Définition: Famille biorthogonale

Soit X := (0y)k>1 une suite de réels positifs.
On appelle famille biorthogonale de X, la suite de fonctions (qu)]-zl vérifiant :

T
Vh21,q7 € L20.T), [ e TR0 = b
0

Voici I'expression de un, :

A / gn(o)gk,ndm
'U«n(t7 CC) == Z (1(a,b)(x)gk:,n(x)) qkn(t)eiAk’nT X 91,77
= J e
a

@ Existence de (q,?")kzl ?

191122
2 o= 2Nk, T L2()
© lunlZao,ryx (o) < Tk 1987 720,z

L2(a,b)

zéro de I’équation de Grushin



Existence et estimation sur les familles biorthogonales

Définition : Ensemble de suites £(p, N)

Soient p > 0 et N/ : RT — N.
On définit £(p,N') I'ensemble de suites ¥ = (0% )>1 tel que :

o Vk>1, opy1 — 0k 2 p,
N
Vvé > 0, — <.
° > o<
k=N (8)

Théoréme [Fattorini-Russel, 1974]

Soient p > 0 et N/ : RT — N.

Ve >0, 3K >0, | VS € L(p,N) |, 3@ k>1, Yk > 1, |lg7 || 2 < K- exp(eoy).

zéro de l'équation de



Existence et estimation sur les familles biorthogonales

Définition : Ensemble de suites £(p, N)

Soient p > 0 et N/ : RT — N.
On définit £(p,N') I'ensemble de suites ¥ = (0% )>1 tel que :

o Vk>1, opy1 — 0k 2 p,
N
Vvé > 0, — <.
° > o<
k=N (8)

Théoréme [Fattorini-Russel, 1974]

Soient p > 0 et N/ : RT — N.

Ve >0, 3K >0, | VS € L(p,N) |, 3@ k>1, Yk > 1, |lg7 || 2 < K- exp(eoy).

— La borne de Fattorini-Russel sur la famille biorthogonale suffit.

zéro de l'équation de



Existence et estimation sur les familles biorthogonales

Définition : Ensemble de suites £(p, N)

Soient p > 0 et N/ : RT — N.
On définit £(p,N') I'ensemble de suites ¥ = (0% )>1 tel que :

o Vk>1, opy1 — 0k 2 p,
N
Vvé > 0, — <.
° > o<
k=N (8)

Théoréme [Fattorini-Russel, 1974]

Soient p > 0 et N/ : RT — N.

Ve >0, 3K >0, | VS € L(p,N) |, 3@ k>1, Yk > 1, |lg7 || 2 < K- exp(eoy).

— La borne de Fattorini-Russel sur la famille biorthogonale suffit.
— Attention : on va chercher p et N indpendants de n tels que

Vn € N*, A, € L(p,N)

zéro de l'équation de



Recapitulatif : Ce qu’il suffit de faire

@ Minorant de ||gj,nH2LQ(a’b).
@ Existence de N telle que : V§ > 0, Vn € N*| Z?:N(é) ﬁ <

@ Condition de gap UNIFORME (!) :

Je>0,Yn € N*, Vk € N*, Apy1,n — Apon > €

2. et 3. = Vn € N*, A, € L(p,N') = existence + borne uniforme sur (q;.\")jZI.

Controle a



1. Borne uniforme sur les fonctions propres

Proposition 4.5 de D’article :

> Beauchard, Miller, Morancey, 2D Grushin-type equations : minimal time and
null controllable data. J. Differential equations, 259(11): 5813-5845, 2015.

Proposition

Soient L > 1 et § € (0,a) tels que a4 36 < 1. Il existe C' > 0 telle que pour tout
6 >0, g€ CH[-1,1],RT)\ {0}, (wo, w1) € H} x L2(—1,1), nous avons :

L

lwollZs +lwnl22 < CO+Izoe (—1,1))Ow (a,4,6,5) / }

/ (w? + w?)(s, z)dzds
Wa,1
3)
ou :
© G:z € (-1,1) = q(@) + 8 llall oo (—1,0),
@ Oy (a,q,8,8) = max (e 5T M ()+2y a(w)ldy ef2a—2s M) +2y qwﬂdy) avec

Mize(-1,1)~ L@ 4y = (-1,-a) U (a,1),

@ et finalement w et la solution de I’équation des ondes :

Wss — Waz + q(z)w = 0, (s,z) € (—L,L) x (—1,1),
w(s, £1) =0, s€(—=L,L), (4)
(w,ws)(0,z) = (wo,w1)(z), =€ (—1,1).

En collabo ion a > M. D a Contr zéro de I’équation de Grushin



. Borne uniforme sur les fonctions propr

2 wop=0etw = Ai,ngk,n- Alors la fonction w est :

w(s,x) = sin(y/Ae,ns)gk,n ().

et nous obtenons la borne :

Prenons q = (n7)3x

Ce—nw(a+25)2

1
< / 92 (@)da 3)

n2m2

Argument de scaling, cut-off pour passer du contréle sur (a,1) x (0,1) au contréle
sur w.

> Beauchard, Miller, Morancey, 2D Grushin-type equations : minimal time and
null controllable data. J. Differential equations, 259(11): 5813-5845, 2015.

zéro de I’équation de Grushin



. Existence de la fonction

Théoreme

11 existe une fonction N : R% — N* telle que pour tout § > 0,

Z igg

k>N (8) Ak.n
P . P 1 . 7 . 2 2 2
On étudie la série Z SV En considérant le potentiel n“m“z* comme une
k,n
perturbation du laplacien, on a :
k22
Ak,n T + Tk,n

avec |1, | < n2m2 pour tout n, k € N*. On va considérer deux régimes :

@ Sik > 3n alors A\, > k24”2 —n272 > ck?
@ Si k < 3n alors A\, > (2k — 1)nw > kn (voir plus loin la preuve)
On fixe € > 0. On choisit N'(¢) € N tel que

In(NM() 1
N o 2

—235.

€ k>N (e)

On va montrer que Zk>/\/(s) ﬁ <e




2. Existence de la fonction

Théoreme

1l existe une fonction NV : R% — N* telle que pour tout § > 0,

1<6

k>N (8) Ak,n

—kQTrQ —n272 > ck?
(2k — )nw > kn

@ Si k > 3n alors \g p,
@ Si k < 3n alors A,
D’abord, si N (g) < 3n,

VIV

3n
1 1 1 1 1
DR v lD DL D Dl
k>N () R k=N(e) k>3n
3n
1 1 1 1
< = Z 4z il
<o 2 ite X @
k=N (¢g) k>N (g)
In(3 1 1
<3 “é Dy oS
n E>N (<)
La fonction z — w est décroissante sur [e, +-o00[, donc
1 In(NV 1 1
3 < 3% 1Y e
kSN () Fom (€) € >N (o)

En collabo ion a > M. D a d F. Boyer. Co zéro de I’équation de



2. Existence de la fonction

1l existe une fonction N :

R% — N* telle que pour tout ¢ > 0,

— <
k>N (8) Ak,n

Q@ Si k > 3n alors \g p,
@ Si k < 3n alors A\g p,

Ensuite, si N'(g) > 3n,

2 2
kTTr —n272 > ck?

2k — D)nw > kn

ro de I'équation de G



NUMERIQUEMENT

@ Les 350 premieres valeurs propres (divisées par nm) avec maillage N = 7200
© Les 350 premieres valeurs du GAP (divisées par n) avec maillage N = 7200

@ Indices auxquels le spectre change de régime et y = 1.5736z — 14.4090.
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3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

OBSERVATIONS NUMERIQUES

On observe que :

A A .
o Zktlin _ Zk:n 9 dans une premiére zone.
nm nm
Ak+1 Ak
° # - Trﬂ =~ ak + b dans une seconde zone.

o Le passage d’une zone a une autre s’effectue vers k =

o Le gap est croissant.

Controle a zéro de I’éq
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3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

INTUITION Le probléme aux valeurs propres s’écrit (fonctions propres
normalises):

{ — G + 07722l = Mk nGhon sur (—1,1)

Gk, (£1) =0
. _—_ 9k, (=)
Changement de variable : g ,(z) = i

__ Ak —
_ gk:,n” + $29k,n = nﬂn Gk sur (—/nw, /nm)
Jen(£1) =0
A mesure que n croit, ce probléme ressemble & :

— Z-I—ZQG]C :;Lka sur R

/G2=1
R

Or on connait trés bien les solutions de ce probléme aux valeurs propres !
(Oscillateur harmonique quantique)

zéro de I’équation de Grushin



3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

— Gg + 222G = wipGr sur R
/RGi =1

pe=2k—1, Gi=

Solutions : .
e /2 H(x)

x/42°5 Sk — 1)

ol Hy, est le k'™ polynéme de Hermite sous forme physique, c’est-a-dire défini
par :
dkfl

dpk—1°¢

Ces polynoémes sont orthogonaux pour le produit scalaire
2

(f,9) = fR f(x)g(x)e™* dx et ne sont pas unitaires.

Hy(z) = (~1)F1es” —2? k> 1.

o Comportement oscillant pour z < /ug. Correspond a : 7Gg = aGj ou

a > 0.
o Décroissance exponentielle pour > /. Correspond & : —G;c’ = aGy ou
a < 0.

o Comportement intermédiaire : 7

zéro de I’équation de Grushin



3. Existence d’un gap uniforme : A\py1, —Agp >c?

o Les 5 premiers modes
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3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

UNE INEGALITE GENERALE

-Gy +22G, = ppGy sur R

__ Mk
—ghn + 22050 = 2 G sur (—/n, /o)
nm VS o2 -1
G () = 0 Jet=

Equations semblables = valeurs propres semblables 7
— Quotient de Rayleigh. On pose Qn, = (—/nm,/nm).

Controle a



3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

UNE INEGALITE GENERALE

__ Ak — +x2G = pup G sur R
—gin + 22050 = Gy sur (—vnw, vnm ke = Bk
nm VS o2
Gen(E1) =0 / Rl

Equations semblables = valeurs propres semblables 7
— Quotient de Rayleigh. On pose Qn, = (—/nm,/nm).

Ak,n _

= max min N an(u,u)
nm Hy (2 2

P1:02,-00k 1 €Ho () \ wend (0,)nspan(1,.dk—1) L), flull 12 g, =1
/‘Q" (’LL,)2+1)2’U.2

avec an(u,u) = o 2
h n

e = min ar (u, u)
, P2, Pp—1EV L
b1.62.0 000 weL2(R)Nspan(ér,. dk—1) L2, full 2 5 =1

avec ag(u,u) = M% et V =D(R)", le complété de D(R) pour la norme
R

ap (u, u)'/2.

Controéle a zéro de I’équation de Grushin



3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

UNE INEGALITE GENERALE

__ Ak — +x2G = pup G sur R
—gin + 22050 = Gy sur (—vnw, vnm ke = Bk
nm VS o2
Gen(E1) =0 / Rl

Equations semblables = valeurs propres semblables 7
— Quotient de Rayleigh. On pose Qn, = (—/nm,/nm).

Ak,n _

min an(u,u)

= max
1 €L
M o2 St €HO () \ weml (@) nspan(é1 . dr_1)” L) Jlull 2 g =1
n

[Q" (u,)2+1:2u2

avec an(u,u) = o 2
h n

e = min ar (u, u)
, P2, Pp—1EV L
b1.62.0 000 weL2(R)Nspan(ér,. dk—1) L2, full 2 5 =1

avec ag(u,u) = M% et V =D(R)", le complété de D(R) pour la norme
R

ap (u, u)'/2.

HY(Qn) C LA(R) = 2n >

Controéle a zéro de I’équation de Grushin



3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

RESULTAT BASSES FREQUENCES
Premiere fréquence (k =1) :

»  Beauchard, Cannarsa, Guiglielmi, Null controllability of Grushin-type
operators in dimension two, 2014.
Si on pose :

k—1
Gi(2) = (Gi(x) = Gr(Vnm)) = Y gpin(Gr, — Gr(Vn7), gpn)s
p=1

On a bien G, € H3(Qn) et Gy € spant(gi,n, 92,5 - - - 79;:71) et le quotient de
Rayleigh devient :

~ 5 2
fnn (G)? + 232Gy, <t CGk(\/nfr)n5/4
5 2 = - on1/2°
Ja, G (fQ” Gk2) !

Passage au max min :

A

ML CGr(v/nm)n®/.

nmw
Inégalité intéressante que si Gk(\/nﬂ)n5/4 << 1.
Par exemple lorsque \/Tnm > /i < k < T%, avec T € (0, 1), décroissance
exponentielle des Gy,.

zéro de I’équation de Grushin



3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

RESULTAT HAUTES FREQUENCES Méthode de tir en remplagant A\ ,, par
une variable ¢.

— Ozagn(t, ) + n?m2x2gn(t, ) = tgn(t, x)

gn(t,—1) =0
Ozgn(t,—1) = 1.

t€ A, < gn(t,1)=0.

Controle a



3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

RESULTAT HAUTES FREQUENCES Méthode de tir en remplagant A\ ,, par
une variable t.

— Ozagn(t, ) + n?m2x2gn(t, ) = tgn(t, x)

gn(t,—1) =0

Ozgn(t,—1) = 1.

t€ A, < gn(t,1)=0.

Changement de variable de Prufer (impose : Ay, > n?m2z?)

{ 9k,n (I) = rk,n(w) COS((}Sk,n(I))(Ak,n - n2772x2)71/4:

B Ghn (@) = Tk 5 (@) SiN(B 0 (%)) Ao, — n2m2a?) /4,

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

RESULTAT HAUTES FREQUENCES Méthode de tir en remplagant A\ ,, par
une variable t.

— Ozagn(t, ) + n?m2x2gn(t, ) = tgn(t, x)

gn(t,—1) =0

Ozgn(t,—1) = 1.

t€ A, < gn(t,1)=0.

Changement de variable de Prufer (impose : Ay, > n?m2z?)

9k,n (I) = rk,n(w) COS((}Sk,n(I))(Ak,n - n2772x2)71/4:
gk ,n (@) = Tiein (@) Sin(G1, 0 (2) Ak — w221/ 4,

®k,n est solution de :

2xn2m2
— _./ _m272.2 Pt
axd’k,n(a:) - )‘k,n nemwexs + 4(>\k,n — 1’L27T2(E2) Sln(2¢k,n(z))'

(1) = *g et ¢pn(l) = *g — k.

Donc
Ak+1,n
- = 8,5(25(15, 1)dt
>‘k,n

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

RESULTAT HAUTES FREQUENCES Méthode de tir en remplagant A\ ,, par
une variable ¢.

— amen(t 113) + n27"'25c2gn (t7 $) = tgn (t> LIJ)

gn(t,—1)=0
Ozgn(t,—1) = 1.
t € Ap & gn(t,1) = 0.
Changement de variable de Prufer (impose : Ay, > n?m2z?)
{ G, (%) = T (%) €08(0k n (7)) Ak — nPm2a?) 714,
O Gie,n (%) = i, () S0 (D0 (%)) Aoy — nPm2a?) /4.
®k,n est solution de :

2

2zn2w .
Oz Pr n () = —/ Ak — n2n2x2 4+ m sin(2¢x,, (z)).

s T
Grn(—1) = —— et ¢pp.n(l) = —= — kn.
2 2
Donc
)‘k+1,n
- =/ ea(t, 1)dt
Ak,n
11 suffit alors de majorer 9:¢(t, 1) uniformément pour obtenir une minoration de
>\k+1,n - >\k,n4

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

RESULTAT HAUTES FREQUENCES Méthode de tir en remplagant A\ ,, par
une variable t.

— Ozagn(t,z) + n?m2ax2gn(t, ) = tgn(t, x)

gn(t,—1) =0

Ozgn(t,—1) = 1.

t€Ap & gn(t1)=0.
Changement de variable de Prufer (impose : Ay, > n27r2362)
{ G (%) = T (%) €08(0k n (7)) Nk — nPm2a?) 714,
Oz Gren () = Th (%) $I0(Bpe 1 (€)) (N — P m22%) /4,

®k,n est solution de :

2zn2m2 .
Oz Pp n () = —/ Ak — n2n2x2 4+ m sin(2¢g,n ().

Gon(—1) = ~Z et dn(1) = = — k.

Donc
Ak+1,n
- = Orp(t, 1)dt

Ak,n

/\k'+1,n - )‘k,n > .

En collaboration avec M. Mora nd F. Boyer. Contr zéro de I’équation de Grushin



3. Existence d’un gap uniforme : Ay 11, — Agpn > ¢ 7

RESUME DES RESULTATS
Nous définissons uy := 2k — 1.
Une inégalité générale
Vk,n>1, Agn 2 nmug
Basses fréquences

Soit 7 € (0, 7). Il existe ng € N*, c1 > 0 et ca > 0, trois réels qui ne dépendent
que de T, tels que pour tout n > ng et k < 7n,

A
p < ZER <y e/ tem e,
nm
d’ou :
‘ Metl,n — Aeyn > 207 — cynb/te—c2n

Hautes fréquences Quand k > g n+1,

‘ Akt — Ak 27T ‘

Fréquences intermédiaires
Quand Sn <k < Zn: 777

zéro de I’équation de Grushin
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