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Présentation du probléme

Ory(t) + Apy(t) + Cy(t) = Doui(t), t > 0,
y(O) = Yo,
y(t) = Brup(t), sur 9Q, ¢t > 0.

Systéme controlé a zéro

Ap : opérateur elliptique dépendant d’un paramétre p € P.
o D, : opérateur de contrdle interne. 0

o Br : opérateur de controle au bord.

@ u,; : controdle interne ou wyp : contrdle au bord, yo : condition initiale.
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Présentation du probléme

By(t) + Apy(t) + Cy(t) = Duus(t), t > 0,
y(0) = yo,
y(t) = Brup(t), sur 9Q, ¢t > 0.

Systéme controlé a zéro

Ap : opérateur elliptique dépendant d’un paramétre p € P.

o D, : opérateur de contrdle interne. 0
o Br : opérateur de controle au bord.

@ u,; : controdle interne ou wyp : contrdle au bord, yo : condition initiale.
— tous dépendent de p.

Soit T > 0. Trouver u; (ou up) tels que
1) y(T) =0,

luill 2 0,7502) < CllyollL2(a)
2) ac>o,vpep,{ AR )
llusll L2 (0,1;00) < CllyollL2(0)-

— Controle a zéro uniforme.




Exemples d’opérateurs elliptiques auto-adjoints A,

Systéme semi-discrétisé en espace
oYM (t) — AMY " (t) = DRUNM(t) + BRU[ ()
Ap = —Ah

p : paramétre de discrétisation h
P CRT

Non controélabilité & zéro sin > 1
(contre-exemple de O. Kavian)




Exemples d’opérateurs elliptiques auto-adjoints A,

Equation avec un paramétre
Oy — 02,y — 2302,y = Dy,
Ap = =02, 4 na?

p : entier n
P =N*

Temps minimal de controle a zéro
(Article de K. Beauchard et al. )
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Exemples d’opérateurs elliptiques auto-adjoints A,

Systéme semi-discrétisé en espace Equation avec un paramétre

oYM (t) — AMY " (t) = DRUM(t) + BRU[ () Oy — 02,y — 2302,y = Dyu,

A, = —Al A, = —831 + nac%
p : paramétre de discrétisation h p : entier n
P CRT P =N*
Non controlabilité a zéro sin > 1 Temps minimal de controle & zéro
(contre-exemple de O. Kavian) (Article de K. Beauchard et al. )

Spectres des opérateurs Ay : Vp € P, Ap := (Ak,p)ren*-
Fonctions propres associées (normalisées pour la norme L2) :Vp € P, (dk,p)kenx-

Remarquer que Vp € P, les fonctions
t e ATV, vk e N*

sont solutions du systéme adjoint (non controlé)

Z(T) = ¢k:,p~

{ *8tZ+ApZ=0,




Principe de la méthode des moments (D,, = 1,, et Br = 0)

Multiplier I’équation par une solution du systéme adjoint

/ / o~ Ak,p (Tt Ok x (Ory + Apy / / o~ A p (T I)@k,p X (Dyui) ,

et intégrer par parties.
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Principe de la méthode des moments (D,, = 1,, et Br = 0)

Multiplier I’équation par une solution du systéme adjoint

T T
/ / e M T g x (Bry + Apy) =/ / e M6, 0 x (Duuy)
o Ja o Ja
et intégrer par parties.

y(I)=0
i3

T
(*) VkeN*, fe—*k,pT/Qm,pyo =/0 /Q (e‘Aw(T‘”Dmk,p) X
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Principe de la méthode des moments (D,, = 1,, et Br = 0)

Multiplier I’équation par une solution du systéme adjoint

T T
/ / e T=0g sy (Byy + Apy) :/ / e M (T=D g 5 (Dous),
o Ja o Ja
et intégrer par parties.

y(T) =0
i3

T
(*) VkeN*, fe—*kva/Qm,pyo =/0 /Q (e_kk’p(T_t)Duﬂ)k,p) X

Idée : construire u; avec une famille biorthogonale ad hoc.

Définition : Famille biorthogonale

Soit ¥ := (ok)ken+ C (Ri)N*. Une famille biorthogonale (sz)jeN* c (L2(0, )N
a (t — e_ak(T_t))keN* vérifie

T
Vk,j > 1, g; € L?(0,T), /0 e kT g (t)dt = & ;.
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Principe de la méthode des moments (D,, = 1,, et Br = 0)

T
() VkeN*, —eMaT [ gy yy = (70 T=DDL gy, ) X ui
Q o Jo ’

On cherche u; sous la forme (Ap = Spec(Ap))

wi(t,-) == Z agp X <‘1£p (t)¢k,p>

k>1



Principe de la méthode des moments (D,, = 1,, et Br = 0)

T
() VkeN*, —eMaT [ gy yy = (70 T=DDL gy, ) X ui
Q o Jo ’

On cherche u; sous la forme (Ap = Spec(Ap))

wi(t,-) == Z agp X <‘1£p (t)¢k,p>

k>1

(x) VkeNT, *eikk’pT/Qm,pyO = O‘kyp/ ¢i,p
w

—Ak,pT
wit) = = 30 S o Bt ()

k>1 Jo d’i,p

De la méme fagon, pour le contréle au bord,

e 2T [ dp pyo Ay, Obg
up(t, ) = Z # x (qkp(t) 871,1?) .
k21 fl" ‘ c?nyp ‘




Stratégie générale

Il faut vérifier les points suivants
1) Existence de (qJAp )jen+ et majoration "uniforme’ par rapport a p

2) Convergence des séries u; et up et cotit du controdle uniforme par rapport a p



Stratégie générale

Il faut vérifier les points suivants
. A . . - s N
1) Existence de (qj p)jeN* et majoration 'uniforme’ par rapport a p
2) Convergence des séries u; et up et cotit du controdle uniforme par rapport a p

> Fattorini, Russel, Uniform bounds on biorthogonal functions for real exponentials

with an application to the control theory of parabolic equations, 1974.

Définition : Ensemble £(p, N)

Soit p > 0 et N : RT — N. L’ensemble L(p, ') est constitué des suites positives
Y = (ok)rk>1 telles que

1
condition de gap Vk> 1,041 —0 >p et Ve>0, — < e.
+
k

Théoréme [Fattorini, Russel, 1974]

Ve > 0,3K. , & > 0 telle que pour toute suite ¥ € L(p,N) il existe une famille
biorthogonale (g (t))x>1 pour (t — e=7k(T=1)); 5 telle que

VEk > 1, [lgpllp2 < Ke,par expleak).
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Stratégie générale

Il faut vérifier les points suivants
1) Existence de (¢;”)jen+ < 3p >0, ¥p € P, Vb € N, A1 — Aep > p-

2) Convergence des séries u; et up et cotit du controdle uniforme par rapport a p

On souhaite

lorpllz2wy = cre Mep(T=e2)

3 5 07 Vi ) vk N*’
c1,co > peP € H*% H S cle_xk‘p(T—cg)
L2(r) —

Expression des controles

Ak, pT
wilt) == 3 W % (a7 06,
k>1 w Tk,p

AT
up(t, ) = Z e "k fg¢k2,pyo » ( Ap(t)a¢kp).

6¢k,p
k=1 fI‘ ‘ on




Sommaire

© Systémes paraboliques semi-discrétisés en espace (1D)
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Présentation de l'opérateur

Opérateur de Sturm-Liouville en 1D sur Q = (0, 1).
A= —8:(v(2)0z0) + q(x)e,

avec q et y réguliers.
Zone de contrdle : w C Q ou {1}

et
w
0 1
Discrétisation de A (exemple maillage uniforme h := ﬁ)
Uj+1 —Uj Uj —Uj—1

1
(A"); = % (’YJ‘+1/2 - —Vi-rrT ) +qjuj.

Valeurs propres, vecteurs propres : ()\Z)]Icvzl et (¢Z)IIcV=1 .

Equation parabolique semi-discrétisée associée
Dy (1) + A"y" (1) = LU (1), sur (0,7),
y"(0) = "0 e RY,
y(}}(t) =0et y]’(H_l(t) = Ubh(t), sur (0,7).

10 / 44



@(h) controlabilité a zéro

Equation parabolique semi-discrétisée
oy (1) + A"y (1) = LU (1), sur (0,7),
y"(0) =y"0 e RY,
yg(t) =0et ykﬁkl(t) = Ubh(t)v sur (OvT)

Controlabilité & zéro uniforme : la méthode ne fonctionne pas dans certains cas.
— Affaiblir la notion de controlabilité.

Définition : ¢(h) controlabilité a zéro

Soit ¢ : R} — R telle que ¢(h) — 0.
h—0
L’équation est ¢(h)-contrdlable & zéro si :
1) VR >0, [ly*(D)[I* < o(h)|ly™°|>.
2) Yh> 0, [UF] < Cliy™°ll,  (ou U]l < Cliy™ ).




Bibliographie

Trouver U,L-h € L?(0,T;RY) ou Ubh € L?(0,T;R) tels que
o y"(T) =0 ou [ly"(D)* < o(W)lyg 11>

o Cott du contréle uniformément borné par rapport a h.

Résultats existants

Loépez, Zuazua, 1998 Boyer, Hubert, Le Rousseau, 2010
o At =AM (y=1et ¢=0), o A" : Discrétisation (par différences
e Controéle & zéro uniforme au bord, finies) d’un opérateur de

o Q = (0, 1), maillage uniforme. Sturm-Liouville général,

o Controle a zéro distribué
Labbé, Trélat 2006 uniquement,
o A : génére une famille de

semi-groupes uniformément

Maillages cartésien non uniformes,
o  de dimension d > 1,

analytiques,
o Méthode de Galerkin, Méthode ° ¢(h) controlabilité a zéro avec
spectrale, différences finies #(h) = e~/

o ¢(h) controlabilité a zéro avec
¢(h) = hP, la constante 3 est
imposée par les paramétres.



Bibliographie

Trouver U,L-h € L?(0,T;RY) ou Ubh € L?(0,T;R) tels que
o y"(T) =0 ou [ly"(D)* < o(W)lyg 11>

o Cott du contréle uniformément borné par rapport a h.

Nouveaux résultats

A., Boyer, Morancey, 2018
e 2 =(0,1),
o A" : Opérateur de Sturm-Liouville général,
o Controle a zéro distribué et au bord,
e Maillages quasi-uniformes,
o Systémes d’EDPs couplés sous forme cascade avec un 1 seul controle.



Application de la méthode des moments

On souhaite obtenir
1) 3p >0, Vh > 0, Vk € [1, N], )\QH A >p.

2) Minorations de ¢! (minoration L?(w) ou dérivée discréte au bord).

Exemple de Lopez, Zuazua : A" = —Al

Pour k< N : \p = hASmQ(ﬂTM)

0— (¢M)n

h

1611 L2 @y = C-

> 2v/2,

(¢); = V2sin(jhkn) et (par calcul explicite) Vk € [1, N],

Conclusion

L’équation de la chaleur semi-discrétisée en espace est controlable a zéro
uniformément par rapport a h.

o Un opérateur de diffusion plus général A = —0.(v(z)0z®) + q(x)e?

o Des maillages plus généraux ?

@ Pour des systémes d’équations ?
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Cas général

On souhaite obtenir
1) 3p >0, Vh > 0, Vk € [1, N], ,\;;+1 — AP >p.
2)

Cas général

1. Asymptotiquement A\, ~ k272, mais

104

T
—
— M
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Inégalité de gap (dans le cas ¢ = 0)

Cas continu

Apy = =0z (v(x)dzdy) = A b
P5(0) = ¢ (1) =0, et I9pll 2.4 1) =1-



Inégalité de gap (dans le cas ¢ = 0)

Cas continu

Apy = =0z (v(x)dzdy) = A b
P5(0) = ¢ (1) =0, et I9pll 2.4 1) =1-
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Av(z) = Xppqv(z) + ¢;c+1(1)¢k () (Ak+1 - >‘k)




Inégalité de gap (dans le cas

Cas continu

Apy = =0z (v(x)dzdy) = A b
P5(0) = ¢ (1) =0, et I9pll 2.4 1) =1-

v(@) = ¢) (b1 (@) — ék(1)¢;c+1(1)

Av(z) = Xppqv(z) + ¢;c+1(1)¢k () (Ak+1 - >‘k)

Posons V(z) = t (v(z), %vl(z))

A —
V(@) = M(@)V(2) — ¢y (1) EAL

k p(z)
k+1

M(z) =




Inégalité de gap (dans le cas

Cas continu

Apy = =0z (v(x)dzdy) = A b
¢ (0) = ¢ (1) =0, et Hd)k”LQ(O,l) =1

v(@) = ¢) (b1 (@) — ék(1)¢;c+1(1)

Av(2) = Apq10(@) + ¢hp1 Dog @) (Mgt — Ax)

Posons V(z) = t (v(z), %vl(z))

>\ —
V(@) = M(@)V(2) — ¢y (1) EAL

k p(z)
k+1

M(z) =

S(y, z) 1= exp (/: M(s)ds) 1Sy, )|l = 1

A
V) = 5w o)V + [U S, Pk ()

VAk+1

k41— Ak
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Inégalité de gap (dans le cas

Cas continu

Apy = =0z (v(x)dzdy) = A b
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M(z) =

S(y, z) 1= exp (/: M(s)ds) 1Sy, )|l = 1

A
V) = 5w o)V + [U S, Pk ()

VAk+1

A — A
CIV I < vt + | @ q (0] SEE—2F

VA k41

= A1 = g = C\Apt

k41— Ak
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Inégalité de gap (dans le cas

Cas discret

Apy = =0z (v(x)dzdy) = A b
(@80 = (@fI N1 =0, et oyl 294y = 1-

Cas continu
Aol = Aol
P5(0) = ¢ (1) =0, et I9pll 2.4 1) =1-

v(@) = ¢) (b1 (@) — ék(1)¢;c+1(1)

= Apg10(@) + ¢hp1 Do @) (Mgt — Ax)

Aw(x)

Posons V(z) = t <v(z), %v%z))

A — A
V(@) = M(@)V (@) - ¢ yq (1) FTE_TF p(a)
VAk+1
0
M(z) =
RS ES
()
S(y, @) i= exp (/: M(s)ds) 1Sy, )|l = 1
A — A
V) = S o) V@) + [ S )P ()t () FHE=ZE
x VAk+1

B+l — Ak

A
’
CIV @I < ¥t + |41 (1) v

= A1 = g = C\Apt



Inégalité de gap (dans le cas

Cas continu
Apy = =0z (v(x)dzdy) = A b
¢ (0) = ¢ (1) =0, et Hd)k”LQ(O,l) =1

v(@) = ¢) (b1 (@) — ék(1)¢;c+1(1)

Av(2) = Apq10(@) + ¢hp1 Dog @) (Mgt — Ax)

Posons V(z) = t <v(z), %v%z))

A — A
V(@) = M(@)V (@) - ¢ yq (1) FTE_TF p(a)
VA k41

0
M(z) =
Akt1
V@
S(y, x) = exp (/: M(s)ds) 1Sy, )|l = 1

A
V(y) = S(y. )V (2) + /:’ S(y, ) F ()@l yq (1)

B+l — Ak

A
’
CIV @I < ¥t + |41 (1) v

= A1 = g = C\Apt

k41— Ak

VAk+1

Cas discret

{

APl = Ao,

(310 = (@RI N1 = 0. et Idgll 200 1) = 1
h . h h c h h
ol = (oref) ef g — (oref ) ok

hoh hooh h . h(\h h
v = Ayt +Ordp g9k (*k+1 - Ak)

A
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Inégalité de gap (dans le cas

Cas continu

Adp 1= =0z (V(2)0x b)) = A dg Aty
P5(0) = ¢ (1) =0, et I9pll 2.4 1) =1-
v(@) = ¢) (b1 (@) — ék(1)¢;c+1(1)

Av(@) = Apy10(@) + dfy 1 (D (@) (Ak+1 - Ak) AR

Posons V(z) = t <v(z), %v%z))

A — A
v/ (2) = M(2)V () — ¢;+1(1>%Fm

k41 h _
Vit1 =
0
M =
(=) Nt
~(x) N
Ml =

S(y, @) i= exp (/: M(s)ds) 1Sy, )|l = 1
A — A
V(y) = Sy, 2)V(a) + /:’ Sy, ) F(8) @)y yq (1) FIE_ZF

VAk+1

A — A
CIV @) < AV + |4 q (0] FEEZF

VAk+1
= A1 — Ak 2 Oy Apqr-

Cas discret

h B h
k= Ak Pk

ot = (ord}t) @y -

ho .k [N h
=akpro" +orofipiek (Ay1 - AR)

h h
Vi—1/2 Vjt1=v]
TR R
k+1

—ah

h t h
Posons V' = 2
osons V (’UJ

(I + hMJh

h
Akt

Vj+1/2

—h

7
| Mk
Vi+1/2

(orok 1) ok

h h
)V = horsfiy

7
Met1

Vj+1/2

0

h
Akt

J
[\h
g1

(@80 = (@fI N1 =0, et oyl 294y = 1-

F!
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Inégalité de gap (dans le c

Cas continu Cas discret

{A¢k = =0z (V(@) 0z b)) = A abgh = \hgh
0) = 1) = o0, =1.
$1(0) = ¢ (1) et 195l 120, 1) (@M)0 = (@) Ny1 =0, et lewllL2eqy = 1-
v(@) = ¢) (Dpp1 (@) — ¢ ()b 4 (1) ) ' )
R e o = (orof) oy = (orofiia) o}
Av(@) = Apy19(@) + 041 (Dog (@) (App1 — A
V@) = Ao + k1 Dok (@) (Mer1 = i) abol = Ao arel ok (ARpa — AR)

Posons V (z) = t( (2), =L ’(z)> . h o _.h
Ae+1 Posons VR =t | yh, | Z=1/2 Yj+17Y)
J J NG R
k+1

A — A
V(@) = M(@)V(2) - ¢fyq (1) FIE_TF %’“F(w)

k41 _ b

h
41~ 2k on

h _ h h h
Vit = (T+rMp) v - horp1— == Tj
VAk+1

0
M(x) = X h h
- vk(;r)l _p kL D
ah Yi+1/2 Yi+1/2
J
S(y, @) := exp (/y M(s)ds) 1Sy, o))l = 1 0
Jx
y Akl — Ak hooo— h h
v :S(y,z)V(z)+/ S(y,S)F(S)%H(l)Jri S ;=T +hrML ). (I+hMP)
x VAk+1
v - X ‘(b/ (1)‘ et — Ap Maillage uniforme et v = 1 = HS“_, <
I < k+1 m Cas général k < aN = HS“_] <

On conclut de la méme fagon.

= A1 — A 2 Oy Ay N
5



3,000

2,000

1,000

0 L L L
° 0.2 0.4 0.6 0.8 1 20 10 60 80 100

(a) Coefficient de diffusion (b) k — MZ’Jrl - XZ\

Ficure — Le gap avec N = 100, v = 2 — COS(27TCE)2 et ¢ =0.
o Probléme en hautes fréquences.
e Mais on sait estimer I'indice critique (de la forme alN).
Stratégie

o Annuler les modes propres jusqu’a I'indice critique.

o Puis laisser le systéme dissiper.

— On obtient un résultat de ¢(h) controlabilité a zéro
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Reésultat de controlabilité

Equation parabolique semi-discrétisée - Cas scalaire

Oy (1) + AMy" (1) = 1,UP (1), sur (0,7),
y"(0) = "0 e RV, (1)
yg(t) =0et ylfif+1(t) = Ugb(t)v sur (OvT)

Théoréme [A., Boyer, Morancey, 2018 - Numerische Mathematik|

Soit ¢ : R} — R telle que

—CoT
o(h) Wo C1 exp ( 2 ) .

Alors, sur maillage uniforme 1’équation (1) est ¢(h)-controlable & zéro, c’est-a-dire

Vh >0, [ly*(D)II” < ¢(W)lly"™ 1.

17 / 44



Controélabilité d'un systéme parabolique en cascade

Equation parabolique semi-discrétisée - Cas cascade
h h h
ey (4 )t = () () s 0.,
y"(0) =y"% e ®RY)?
yg'(t) =0, sur (0,7).

La seconde équation est controlée par la solution de la premiére équation
(elle-méme contrdlée par Uih ou Ué").

18 / 44



ontrolabilité d’un systéme parabolique en

Equation parabolique semi-discrétisée - Cas cascade
A0 1,Ul Ul (t
ey (4 )t = () () s 0.,
y"(0) =y"% e ®RY)?
yg'(t) =0, sur (0,7).

Théoréme [A., Boyer, Morancey, 2018 - Numerische Mathematik]

Soit ¢ : R} — R telle que
—CoT
¢, Cuexp (7) -

Alors, sur un maillage uniforme 1’équation (2) est ¢(h)-controlable a zéro.

Les techniques de Carleman de Particle

> Boyer, Hubert, Le Rousseau, Discrete Carleman Estimates for Elliptic
Operators in Arbitrary Dimension and Applications, 2010.

ne peuvent étre utilisées sur un tel systéme contrélé par le bord.

»  Ammar-Khodja, Benabdallah, Gonzélez-Burgos, Teresa, Recent results on
the controllability of linear coupled parabolic problems : A survey, 2011.
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Controélabilité d’un éme parabolique en cascade

Equation parabolique semi-discrétisée - Cas cascade

WO+ (A ) o= () + (T s 0.,

2
y"(0) = y"° € (RV)? (2)
Yo (t) =0, sur (0,7T).
Différences principales avec le cas scalaire :
. AR 0 , . . .-
o 'opérateur 1 Ah n’est pas diagonalisable = on utilise une forme de
Jordan.
o Existence et estimées d’une famille biorthogonale pour
{ef)\Z(T—t)} U {(T . t)eﬂg(pn}
E>1 E>1
v
Nous prouvons des résultats similaires pour des maillages quasi-uniformes. J
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Simulations numériques

Equation avec un mode instable

Ory(t, ) — Ozzy(t,x) — 1.171'2y(7f7 z) =0, (t,z) € (0,T) x (0,1),
y(0,2) = y°(z), sur (0,1),

y(t,0) =0, sur (0,7),

y(t,1) =0, sur (0,7T).
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Simulations numériques

Equation avec un mode instable

Ory(t, ) — Ozzy(t,x) — 1.171'2y(7f7 z) =0, (t,z) € (0,T) x (0,1),
y(0,2) = y°(z), sur (0,1),

y(t,0) =0, sur (0,7),

y(t, 1) = Uy(t), sur (0,T).
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Un exemple de systéeme d’équations paraboliques couplés

On considére ’équation :
Ay — 82y = Cy + 1,BU,, sur (0,T) x 9,
y(0,z) = 3°(x), sur Q,
y(t70) = BgUgv
y(t,1) =0,

avec le jeu de données :

2 6 2 1 0
c=14 o —2|, By=|o0], B={0
2 —3/2 2 0 1

Théoréme [Olive, 2013]

Le systéme (3) est
o Non controélable & zéro avec seulement un contréle au bord.
o Non contrélable & zéro avec seulement un controle interne.

o Controlable & zéro avec un contréle au bord et un contréle interne.
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numeéri

Avec uniquement un contrdle interne w = (0.3,0.8)

Time t=0

Component #1
Component #2
Component #3
Control domain
Coupling domain




ration

Avec un controle mixte : w = (0.3,0.8) et I' = {0}, T"= 0.1

-20 4

230 o

40 4

.50 o

.60 o

-70 4

-80 o

-90 o

100 +

110 o

120 o

Time t=0

— COMpoONeNt #1
—

Component #2
Component #3
Control domain
Coupling domain
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Illustrations numé

Comparaison des normes des solutions

—e— Bord | El
—o— Interne [ ® & & 1 g g *—o—o—4¢
X r————— 00— —0—0—0—0—4
—o— Mixte | *
1072 F E
S :
< L 1
§ 1073 E E
g<] F 1
= [ 1
S [ 1
@
= L 1
< 1074 | E|
] £ E
i [ ]
3 [ 1
z . -
10°

|
10? 103

Nombre de mailles N



Sommaire

@ Systémes paraboliques tensorisés multi-dimensionnels semi-discrétisés en espace



Controélabilité a zéro uniforme au bord de

cascade avec () de dimension > 1

x Techniques de Carleman discrétes inefficaces.

% Asymptotique de Weyl — méthode des moments : ineflicace.

x Contre-exemple de O. Kavian en dimension n = 2.
v' Nouvelle approche sur des systémes tensorisés
> Benabdallah, Boyer, Gonzalez-Burgos, Olive, Sharp estimates of the
one-dimensional boundary control cost for parabolic systems and application

to the n- dimensional boundary null controllability in cylindrical domains,
2014.

En deux dimensions

Ora+ (Ar1a) + (A20) =0,
OB + (A18) + (A28) + a =0,
B =0, sur 99,

a = Uplp, sur 09
Opérateurs
o A1 = —0gy (71(z1)0)
o Ay = —0u,(v2(x2)e)



Controélabilité & zéro uniforme au bord de systémes discrétisés en

cascade avec () de dimension > 1

draij + (Al )i + (A5a)s =0,

OpBij + (ATB)ij + (ABB)ij + iy =0,

Bi,o = Bi,N+1 = Po,j = BN+1,5 =0,
o, = (U});1r(jh),

an+1,j = @i N+1 = a0 = 0.

Opérateur discrétisé

1,57

Qi a Qi T X1,
M,i4+1/2 7

ij
—Y1,i-1/2

(Ara)ij + (A58)s; = — h

Bi,j+1—Bij Bi,j—Bij—1
_ '72,j+1/271 3 ! _72,1'71/27] 3 .

h
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Controéle & zéro sur le bord, version continue

dal + Ajal =0, sur (0,T) x Q
B+ A1 +al =0, sur (0,T) x Q

Systéme sur Q1 18 18 (0,T) 1 @)
ol =113 Up, sur (0,T) x 0

B =0, sur (0,T) x 01

Théoréme [Benabdallah, Boyer, Gonzalez-Burgos, Olive, 2014]

On suppose que
o Le systéme (4) est controlable a zéro pour tout 7' > 0 et que le cott du
contréle C¥1 vérifie :
CcPt < ce®/T VT > 0.
o L’opérateur Az vérifie une inégalité spectrale de type Lebeau-Robbiano,
relativement & wo.

Alors pour tout 7' > 0, le systéme complet posé sur €2 est controlable a zéro sur
I'= {0} X w2.




Méthode de Lebeau-Robbiano en continu

Notation
@ Spectre de A; : (x\éli)j21, fonctions propres associés : (qS;Z")jZl
Q
e Espace E,, := {ZAQ2<H Zj(ml)¢j 2(x2)|z5 € HOI(Ql)}
;o<
Controle Dissipation
T T T
Ty, Ty + 71/2 Tit1

eCVik e—CurTi/2
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Méthode de Lebeau-Robbiano en continu

Partie controle de Ty a Ty + 7 /2

o Inégalité d’observabilité 1D. Soit z(t,z1,z2) = Z/\92<Mk zyl- (t,:rl)d)?r" (z2).
G2<

az1 |2
8731 (t,0)dt

12} Ol 0 < /" [

o Inégalité spectrale de Lebeau Robbiano
IOy < 0e/ 7 [ [ |2 00yt
H () oy , 0, .

o Dualité

< ORI |y (Ty)

Tk
P v+ 57) = 0 et il 2, 1+ 5 <00) lir-1(0)-

e Dépendance continue de la solution par rapport aux données
Tk
Hy (Tk + *) ”H*l(ﬂ) < C (Hy(Tk)”H—l(Q) + ||uk||L2((Tkka+%)><BQ)>
lly (Tk + ) - 1) < Ce2C/mKk+C FHy(Tk)||H71(Q).

Partie dissipation de Ty + 7 /2 & Tj41

2C /T +C /i, —Cup Ty /2

ly(Th+ )|l -1y < Ce ly(Te)ll g1 ()

Choisir py et 7, convenablement.
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Méthode de Lebeau-Robbiano en continu

En discret
@ Sur le systéme 1D, on a uniquement la ¢(h) controlabilité a zéro (Section 2).
A chaque étape, on ne met pas a zéro les basses fréquences.
c
o 1. Estimation du contréle en CeT .

2. Inégalité de Lebeau-Robbiano discréte sur une partie du spectre.

> Boyer, Hubert, Le Rousseau, Discrete Carleman Estimates for Elliptic Operators
in Arbitrary Dimension and Applications, 2010.

— inégalité d’observabilité relaxée.

o La dépendance continue de la solution par rapport aux données exige des normes de
Sobolev discrétes ad hoc.
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Méthode de Lebeau-Robbiano en discret

o Inégalité d’observabilité relaxée 1D

1 C/T M/T—Cupt 2
(0 < Or dt
IH O 4y <e /| )P di+e 12HI2

o Inégalité spectrale de Lebeau Robbiano

I2(0)113 g < e/THOVI / dt + eM/TORT 2 (7)

”1 .Ah

O
o Dualité
gl < €2/ TR TEOVER||y(Ty)]|_y g0
1P y(T + 7 /2)]| g a0 < XM/ O 2|y (Ty) |y -

Dissipation entre Ty + 7 /2 et Ty41 puis dépendance continue

1P YTyl g an < €™ 0702 Pl y(Ti + 70/2)]| 1 an

< e~ CrrTi/2 (1 +€20/T}<~,+C1/llk> Hy(Tk)”—l,.Ah'

o Sommons y(Tk41) = Pupy(Tht1) + Pis y(Trs1),

1
< 60(1+E+TA-,)€_CMJ,C/2+(7M

9 (Trt Il 1 a0 < Iy (Tl -1, an-

e La procédure continue tant que pj < max( h921 ) ChLQR )-
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Meéthode de Lebeau-Robbiano en dis

o Inégalité d’observabilité relaxée 1D

13 O <ec“/ 0025 ()] dt + M/ 7O 1 (DI}

o Inégalité spectrale de Lebeau Robbiano

I2(0)113 g < e/THOVI / dt + eM/TORT 2 (7)

”1 .Ah

Oz
o Dualité
2C )11, +C ik
lugl] < 2/ TFOVIR |y (TR g _an,
1Pury(Tipr oy an < TR/ 22MTRmCUTRZ [ y(T)|| _y gn-
o Dissipation entre T}, + 74 /2 et Tj+1 puis dépendance continue
1 —CupTi/2) pL
1P y(Thg)ll g an < €™ 0702 Pl y(Ti + 70/2)[| 1 an
< emOmTk/2 (14 2/ CVIEY Jly(Ty) |y g
o Sommons y(Tk41) = Pupy(Tet1) + Pih y(Trr1),
CO+2A+m4) _ /™
ly(Tet1)ll—1,an <e R e O 2OV |y (T) ||y gn-

Co,y CLR)'

e La procédure continue tant que pj < max( 72 B
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Reésultat de ¢(h) controélabilité a zéro sur le bord d’un

Théoréme [A., Boyer, 2018|

Hypotheses sur ©; (Controlabilité relaxée)

C(1+1)),,0
Ul 20,y < eIy

1y _
Y —s5,A; S € € Yoll—s,A4q
ly (D)l < eCUTT)emrm Ty

—s,A1

Hypothéses sur Qs (Inégalité de Lebeau-Robbiano partielle)
[1%]lo < eVF||Lwy, ¥llo, V¥ € B, avec p < g,
Conclusion

/ 1 _ .
[Y(T)l|—s,a < & AT T+ emOminlimypm )T 0| _ o

et la dépendance en temps du cott du controle est de la forme eC(T+1/T)

<

o On obtient la ¢(h) controlabilité a zéro pour des systémes d’EDPs discrétisées
sous forme cascade dans le cylindre €2, contrélés par le bord.

o Ce Théoréme s’applique aussi sur des problémes continus.

@ On retrouve le résultat principal de

> Benabdallah, Boyer, Gonzalez-Burgos, Olive, Sharp estimates of the 1D
boundary control cost for parabolic systems and application to the n-
dimensional boundary null controllability in cylindrical domains, 2014.
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Illustrations numériques

En deux dimensions scalaire

Duy(t) — Ay(t) = 0, avec (1) € (0, ),
y(0, 1, 22) = sin?(wx1) X sin?(wzs), avec (z1,x2) € Q,

y(t,z1,z2) = 1prUp(t, x1,x2), avec (z1,x2) € ON.

<
o
SRR
S
o

r
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numeér lques

En deux dimensions systéme

Oty1 — Ay1 =0,
Oty2 — Ay2 +y1 =0,

y1(0, 21, 22) =

y2(0, 21, x2) =

yi(t, 1, 22) =
)=

ya2(t, x1, z2

0, avec (z1,x2) € Q,

sin?(mz1) x sin?(rax2), avec (z1,z2) € Q,
1pUp(t, z1,x2), avec (z1,xz2) € ON.

0, avec (z1,z2) € OQ.

=

oo

.
. EE

s



Sommaire

@ Temps minimal de controle a zéro d'une équation parabolique dégénérée
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L’équation de Grushin

Opérateur elliptique dégénéré : A := —0, — |z|%0yy
Y Q
1
O f + Af = 1,u dans (0,T) x Q2
AT (@) 4 £(0) = fo € L*(Q) dans Q
w f =0 dans (0,T) x 09Q.
-1 0 a b 1 =z

»  Beauchard, Cannarsa, Guglielmi, Null controllability of Grushin-type
operators in dimension two, 2014.

Théoréme [Beauchard, Cannarsa, Guglielmi, 2014]

2
Il existe T* > %~ tel que (G) est :
@ non contrélable a zéro si T < T,

o controlable & zéro si T > T™*.




L’équation de Grushin

Opérateur elliptique dégénéré : A := —0, — |z|%0yy
Y Q
1
O f + Af =1,u dans (0,T) x Q
AT (@) 4 £(0) = fo € L*(Q) dans Q
w f =0 dans (0,T) x 09Q.
-1 0 a b 1 =z

»  Beauchard, Cannarsa, Guglielmi, Null controllability of Grushin-type
operators in dimension two, 2014.

2
Montrer que T = %-.

— Outil : méthode des moments.
— Etude du spectre d’une infinité d’opérateurs de Sturm-Liouville.




Bibliographie

Koenig, 2017 y Q
o Equation de Grushin sur un 1
rectangle, L —x b
o Non contrélable & zéro sur w w
si (—1,1) X [a,b] Nw = 0. . a




Bibliographie

Beauchard, Dardé, Ervedoza 2018
o Equation de Grushin sur
(=L-,L4+) x (0,7) , 4 Q
o Opérateur général : 1
— 02z — (q(x))?Byy,
o Temps minimal
T = ﬁ Jo a(s)ds.




Bibliographie

Duprez, Koenig, 2018

e Equation de Grushin sur un
rectangle,

@ Zone de controle, par exemple
définies par deux chemins 7; et 2,

a®

e Temps minimal T* = -, avec

2
—1
.

a = max(sup vy, ,sup-y



ra ‘édie dae la preuve : d éCOIll DOSEer d et u en Sél’iC ae OllI’iCl’ selon
Stratégie de 1 1 it le F 1

Otf — Ouuf + |2|20yy f = 1wu dans (0,T) x Q
(G) ] f(0) = fo € L*(Q2) dans Q
f=0dans (0,7) x 0.

Décomposition en série de Fourier
o Posons ¢y, := v/2sin(nmy), ¥n € N*,

o Décomposons la solution : f(t,z,y) = >, ey« fn(t, 2)on(y),
e Décomposons le controle : u(t, z,y) = 3, cyx Un(t, ©)on(y)-

»  Beauchard, Miller, Morancey, 2D Grushin-type equations : minimal time and
null controllable data, 2015.

Les fonctions f, sont solutions de

Ot fro — O fr + (nmx)? fr, = un(t, 2)1(qpy(x), (t,2) € (0,T) x (=1,1),
fn(t,£1) =0, te (0,7T),

1
Fn(0,2) fon () = /0 Jolw, v)on )y, v € (~1,1).

2
— controle & zéro uniforme par rapport & n, pour tout 7' > %-.

Y
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pplication de la méthode des moments

(Mk,n> Dk,n)ken= : valeurs propres et fonctions propres normalisées de I'opérateur

Ap = —0zz + (717rac)27 avec conditions au bord de Dirichlet homogéne.

On souhaite vérifier

1) 3p >0, Vn € N*z vk € N*’ )‘k+1,n - )‘k,n > P-
a2
2) 3C >0, ¥n € N*, Vk € N*, || g nllp2() > Ce Mem'z.
Rappelons I'expression du controle,

eiAk’nT f,ll d’k,nfo,n
Un(tvx) = Z

k>1 ||¢k,n||i2(w)

% (drn@apm (1)) -

2
2) fournit la contrélabilité uniforme pour tout T > %-,

2
Y T_aZ _
lunllp2(0,7)xw) < KepN [ fonlliz—11y D€ kon(T— =€),
k>1
Intérét de la méthode des moments

Appliquer ces travaux a des systémes d’équations dégénérées en cascade.



pplication de la méthode des moments

(Mk,n> Dk,n)ken= : valeurs propres et fonctions propres normalisées de I'opérateur

Ap = —0zz + (717rac)27 avec conditions au bord de Dirichlet homogéne.

On souhaite vérifier

1) 3p>0,Yn e N*, VE € N*, A\jy1.n — Ak > -
a2
2) 3C >0, ¥n € N*, Vk € N*, || g nllp2() > Ce Mem'z.
Rappelons I'expression du controle,

eiAk’nT f,ll d’k,nfo,n
un(tvx) = Z

k>1 ||¢k,n||i2(w)

% (drn@apm (1)) -

2
2) fournit la contrélabilité uniforme pour tout T > %-,

2
Y T_aZ
lunllz(0,1)xw) < Keypnrlfonlliz—iay e k(T =% =),
k>1
Intérét de la méthode des moments

Appliquer ces travaux a des systémes d’équations dégénérées en cascade.



Condition de gap : approximation par l’oscillateur harmonique quantique

Posons gg n(z) := 174 nr
Ik (FVNT) = 0, [lgk,nllr2(0,) = 1,

(nm)

Ak
. ¢k,n(\/%) {Agk,n = — Gk,n, sur Qn,
b

avec Qp = (—/nm,/n7) et Agy p = —Ozagin + m2gk7n

. — 820G + %G, = pi Gy, sur R,
Idée : Equation proche de vk k=l
1GkllL2 @) = 1-

o Valeurs propres connues : g = (2k — 1) (noter que pp41 — pr = 2).
o Fonctions propres connues : G fonctions de Hermite.

Ficure — Graphique de G1, G2, G3 et Gsg.
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Condition de gap : approximation par l’oscillateur harmonique quant

/\k,n
nm
Ik (FVNT) = 0, [lgk,nllr2(0,) = 1,

Pk,n 7% -Agk,n = 9k,n, SUur Qn
Posons gg n(z) := #, ’ ’

avec Qp = (—/nm,/n7) et Agy p = —Ozagin + x2gk7n

. — 820G + %G, = pi Gy, sur R,
Idée : Equation proche de vk k=l
1GkllL2 @) = 1-

e Valeurs propres connues : p = (2k — 1) (noter que pp41 — pr = 2).
o Fonctions propres connues : G fonctions de Hermite.

Ficure — Graphique de G15. Les pointillés verticaux sont en © = +,/fu15.



Condition de gap : approximation par 1’oscillateur harmonique

1,000
800

600 ......

400

valeurs propres normalisées

200

1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
indices k
. s Mkn
FIGURE — Valeurs propres normalisées — =
indices n de potentiel

en fonction de l'indice k pour différents



Condition de gap : approximation par 1’oscillateur harmonique

gap normalisé

| | |
0 50 100 150 200 250 300 350

indices k

PO A A
FicUurE — Gap normalisé % - ,]:,’r"

de potentiel.

en fonction de 'indice k pour différents indices



Condition de gap : approximation par 1’oscillateur harmonique

250 o ] =
droite de pente =

200

100

indices du potentiel n

50

| |
0 50 100 150 200 250 300 350

indices k

Ficure — Indices du potentiel n en fonction des indices ou les valeurs propres changent
de comportement.



Résultats obtenus

Propriété de Gap en dehors d’une fine bande

V VT €(0,1),3p>0,Vn eN*, k<TI0, Apgr1,n — Aeyn 2 P
V Ve € (0,1),3p> 0, ¥n €N, k> Ente, Agprn — Aen > -

X Reste a prouver I'inégalité pour k € (T5n, gn +¢).

F T T T T T T T |

08} -

i N

8 6 4 2 o 2 1 6 8

[FE [k
—Vnrw < 7\‘/ - [—vn7, vVnr] C [—vEE, VEE] NT S \/" il

| T T

Ficure — Graphique de G15. Les traits verticaux rouges sont en © = +,/f115.
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ondition de gap : basses fréquences g, < 7(7n)*

Théoréme [A, Morancey|
Soit 7 € (0,1). Il existe, ng € N*, ¢; > 0 et ca > 0, tous ne dépendant que de 7,
tels que Vn > ng et k < 75n,

)\k:,n
nm

con

M < < p tcie

A

k,n
nm

1) Vk,n € N*, pj <

Idée principale : Principe du Max Min.

2) »  Beauchard, Cannarsa, Guglielmi, Null controllability of Grushin-type
operators in dimension two, 2014.
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ondition de gap : basses fréquences g, < 7(7n)*

Théoréme [A, Morancey]
Soit 7 € (0,1). Il existe, ng € N*, ¢1 > 0 et co > 0, tous ne dépendant que de 7,
tels que Vn > ng et k < 75n,

>‘k:,n
nm

camn

HE < < prtcie”

A
2) Vn e N*, Vk < 7%n, ko < g 4 cre—c2m,

nm

37 /44



Condition de gap : be fréquences Ay, < 7(m7r

Théoréme [A, Morancey]

Soit 7 € (0,1). Il existe, ng € N*, ¢1 > 0 et co > 0, tous ne dépendant que de 7,
tels que Vn > ng et k < 75n,

>‘k:,n
nm

camn

HE < < prtcie”

A
2) Vn e N*, Vk < 7%n, ko < g 4 cre—c2m,

nm
o On souhaiterait appliquer le principe du Max Min dans ’autre sens.
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Condition de gap : be fréquences Ay, < 7(m7r

Théoréme [A, Morancey]

Soit 7 € (0,1). Il existe, ng € N*, ¢1 > 0 et co > 0, tous ne dépendant que de 7,
tels que Vn > ng et k < 75n,

A
e < ZB < erem2m,
nm
A
2) Vn e N*, Vk < 7%n, :7(" < pg +cre—c2m.
o On souhaiterait appliquer le principe du Max Min dans ’autre sens.
o Il faudrait alors plonger span{G1,G2,...,Gr_1} dans
1
H(}(Qn) N Span{gl‘nv.‘h,nv cees gk—l,n} L2 (),
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Condition de gap : be fréquences Ay, < 7(m7r

Théoréme [A, Morancey]

Soit 7 € (0,1). Il existe, ng € N*, ¢1 > 0 et co > 0, tous ne dépendant que de 7,
tels que Vn > ng et k < 75n,

A
e < ZB < erem2m,
nm
A
2) Vn e N*, Vk < 7%n, :7(" < pg +cre—c2m.
o On souhaiterait appliquer le principe du Max Min dans ’autre sens.
o Il faudrait alors plonger span{G1,G2,...,Gr_1} dans
1
H(}(Qn) N Span{gl‘nv.‘h,nv cees gk—l,n} L2 (),

o Correction (k impair) :

k—1
Gr = (G = Gr(Vm) = > gpon (G — Gr(VnT), 9p.n) 12(q,. )
p=1
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Condition de gap : be fréquences Ay, < 7(m7r

Théoréme [A, Morancey]

Soit 7 € (0,1). Il existe, ng € N*, ¢1 > 0 et co > 0, tous ne dépendant que de 7,
tels que Vn > ng et k < 75n,

A
e < ZB < erem2m,
nm
A
2) Vn e N*, Vk < 7%n, :w" < pg +cre—c2m.
o On souhaiterait appliquer le principe du Max Min dans ’autre sens.
o Il faudrait alors plonger span{G1,G2,...,Gr_1} dans
1
H(}(Qn) N Span{gl‘nv.‘h,nv cees gk—l,n} L2 (),

o Correction (k impair) :

k—1
Gr = (G = Gr(Vm) = > gpon (G — Gr(VnT), 9p.n) 12(q,. )
p=1

(AGk’Gk)ﬁ(Qn) fgn (ne — 2°)Gg
T 12 = pr + Gr( nﬂ')7~2
T ' Jan, G
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Condition de gap : be fréquences Ay, < 7(m7r

Théoréme [A, Morancey]

Soit 7 € (0,1). Il existe, ng € N*, ¢1 > 0 et co > 0, tous ne dépendant que de 7,
tels que Vn > ng et k < 75n,

>‘k:,n
nm

camn

HE < < prtcie”

A
2) Vn e N*, Vk < 7%n, :" < pg +cre—c2m.

™
o On souhaiterait appliquer le principe du Max Min dans ’autre sens.
o Il faudrait alors plonger span{G1,G2,...,Gr_1} dans

1
Hy (92n) Nspan{gi,n, ga,ns - Gk —1,n} L2 (0n).
o Correction (k impair) :

k—1
Gr = (G = Gr(Vm) = > gpon (G — Gr(VnT), 9p.n) 12(q,. )
p=1

(AGk,Gk)LQ(Qn) fgn(ﬂk e
s = pr + Gp(Vnm) =
TP Jon, G
o Pour tout x > \/nm, k < 75n, Gi(z) < cre” 2™,
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Condition de gap : hautes fréquences Ay, > n*n°

Equation & paramétre
— Ozahn(t, ®) + 27222 hn (t,2) = t X hn(t, )
hn(t,—1) =0,
Dol (t, —1) tel que [[hn(t, g2 1.1y = 1.
hn(t,1) =06t € (Agn)k>1-
Changement de variable de Priifer

{ ha(t, @) = pa(t, @) cos(On(t, 7)),
Ozhn(t,x) = pn(t, z) sin(On (¢, z)).

Propriété de I’équation
® & — hn(Ag,pn,x) s’annule k + 1 fois sur [—1,1].
e Donc 0, (Ag,n, 1) = 5 — km.
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ondition de gap : hautes fréquences \;,, > n*n”

Théoréme [A, Morancey|

Soit € € (0,1). Si Ag,n > (nm)? + ¢, alors
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Condition de gap : hautes fréquences Ay, > n*n°

Théoréme [A, Morancey|

Soit € € (0,1). Si Ag,n > (nm)? + ¢, alors

e
Abtl,n — Aoy = -
2
0n (2 Vo Owm ) = [ dont e = [ g
- = E+1m,1) — k,vlz/ 1O (¢, t:/ — - dt
n +1,n n n )\km n )\km p%(t,l)



Condition de gap : hautes fréquences Ay, > n*n°

Théoréme [A, Morancey|

Soit € € (0,1). Si Ag,n > (nm)? + ¢, alors

e
Abtl,n — Aoy = -
2
6 (A V) = [ dun yae = [y
- = k+1,n,1) — k,vlz/ t0n (2, t:/ ———dt
R o Akn " Akn p7(t, 1)
Rappel : pj, (t,1) = hi (t,1) + (9zhn)?(t, 1).
La norme du vecteur Oz hn (t,) est croissante par rapport a z.
t—(nmx)2

»  Szegod, Orthogonal polynomials, 1975.

En utilisant Ihypothése Mg ,, > (nm)2 + ¢,

pr(t, 1) > /2.



Meéthode des moments

On note (Mg n, @r,n)ken* les valeurs propres et fonctions propres de I'opérateur
Ap = —0pp + n?m222.

On souhaite maintenant montrer que

a2
3C >0, Vn € N*, ¥k € N*, [l 2() = Ce e T,
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Meéthode des moments

On note (Mg n, @r,n)ken* les valeurs propres et fonctions propres de I'opérateur
Ap = —0pp + n?m222.
On souhaite maintenant montrer que

a+te)?

(
3C >0,Vn € N*, Vk € N*, ¢k nllp2 () > Ce Men=—3

> Beauchard, Miller, Morancey, 2D Grushin-type equations : minimal time and
null controllable data, 2015.
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Minoration des fonctions propres

Une inégalité sur ’équation des ondes avec potentiel

Soient L > 1 et € > 0 suffisamment petit. Il existe C' > 0 tel que pour tout
(wo,w1) € HE x L2(—1,1),

5 L
||w0H§{é + ||w1\|2Lz < Cn?r2enm(ote) / /( o 1)(wf + w?) (s, z)dzds,
—a)U(a

ol w est la solution de I’équation des ondes

Wss — Waz + n2n2e?w =0, (s,z) € (—L,L) x (—1,1),

w(s, £1) =0, s€e(—L,L),
(w, ws)(0,z) = (wo,w1)(x), z€(—1,1).

Prenons w1 = /g, n®k,n et wo = 0. Alors la fonction w est :

w(s,z) = sin (\/Es> Or,n(T),

et nous obtenons la borne :

Ce—nw(a+€)2
< [ 6t o

T n2p2
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Sommaire

@ Perspectives



pectives

@ Compléter I’étude du spectre de 'opérateur de Sturm-Liouville
A= =0y @ +(nmz)?e

@ Adapter les techniques spectrales développées dans la section 2 pour des
opérateurs d’ordres supérieurs

»  Micu, Roventa, Temereanca, Approximation of the controls for the linear
beam equation, 2016.

»  Cindea, Micu, Roventa, Boundary Controllability for Finite-Differences
Semidiscretizations of a Clamped Beam Equation, 2017.

@ Etudier des systémes d’équations paraboliques en cascade avec un terme de
couplage dépendant de la variable d’espace x et élaborer une méthode
numérique basée sur la méthode HUM afin de pouvoir évaluer le temps
minimal d’une équation dégénérée ou d’un systéme d’équations paraboliques.
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Merci de votre attention
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