Theéorie du controle : un tour d’horizon.

Du théoréme de Kalman & la contrélabilité de la chaleur.
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Présentation de la théorie du controéle

PROBLEME DE CONTROLE

9(t) + Ay(t) = Bu(t)
y(0) = yo € R,

Systéme d’équations différentielles de dimension n avec m contréles.
A€ Mp(R), BE€ Mpxm(R) et u € L2(0,T;R™).

La solution est notée : t — L¢(ulyo)-

EXEMPLE
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Présentation de la théorie du controéle

PROBLEME DE CONTROLE

9(t) + Ay(t) = Bu(t)
y(0) = yo € R”,
Systéme d’équations différentielles de dimension n avec m contréles.
A€ Mp(R), BE€ Mpxm(R) et u € L2(0,T;R™).
La solution est notée : t — L¢(ulyo)-
EXEMPLE
S'(t) = aS(t) - BZ(1)
Z'(t) = —vZ(t) + 8S(t) + u(t)

0= (58) 4= (5 2)0-)

COMMENT SURVIVRE?

Soient T' > 0 et yr € R™, par exemple : yp = (SE)O))

‘ Trouver u tel que L7 (ulyo) = yr- ‘
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Présentation de la théorie du controéle

PROBLEME DE CONTROLE

9(t) + Ay(t) = Bu(t)
y(0) = yo € R,

La solution est notée : t — L¢(ulyo)-

Le systéme (1) est controlable (depuis n’importe quel état initial yo & n’importe
quel état final yr, en n’importe quel temps T) si et seulement si la matrice de
Kalman de taille n X nm suivante :

[A:B]:=(B,AB, A?B,--- ,A""1B)

est de rang (maximal) n

PREUVE Soit Lt : u € L?(0,T;R™) + Lr(u|0).

(1) contrdlable < Ly surjective & L%, injective. ,

Yo = LAy, sur [0, 7]
yz(T) =z,

(1) n’est pas controlable < Ker '[A : B] # {0} & rang([A: B]) <n.
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Contréle de la chaleur

BILAN D’ENERGIE A I’ORDRE 1

E(t+dt) — E(t) = CpSdz(T(t + dt, z) — T(t, x))
E(t+dt) — E(t) =dt(j(t,z) — j(t,z + dx)) + u(t, z)dzdt
j(t,x) = —(t,x2)0.,T(¢t, z) (Loi de Fourier)

Finalement :

SpCoOT(t,x) = =0z (v(t,2)0.T (¢, x)) + u(t, z)
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L’équation de la chaleur sur RV

EQUATION DE LA CHALEUR, DIFFUSION CONSTANTE

Ovy(t,z) — Ay(t,z) =0, z e RN, t e RY,
y(0,2) = yo(z), z € RV,
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L’équation de la chaleur sur RV

EQUATION DE LA CHALEUR, DIFFUSION CONSTANTE
Ovy(t,z) — Ay(t,z) =0, z e RN, t e RY,
{y(O,m) =yo(z), z €RY,
SOLUTION
Passer en Fourier : f(£) = (QW)N/2 Jan e E f(a)dz

{ Oeij(t, €) + |€179(t,€) =0
9(0,8) = 4o (¢)

= §(t, &) = 71l g (6).

Soit g(t) = — E_‘ IL\, , g vérifie : g(t)( )= et
— (262 —
=9t €) = 9(1)(€)yo(§) = g(t) * yo(£)-

—(z—s)2
= y(t,z) = m fRN e 4t yo(s)ds.
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L’équation de la chaleur sur R

EQUATION DE LA CHALEUR, DIFFUSION CONSTANTE
Ovy(t,z) — Ay(t,z) =0, z e RN, t e RY,
y(0,2) = yo(z), z € RV,

SOLUTION

Passer en Fourier : f({) (27r)N/2 f]RN e 18 f(x)da

{ Oeij(t, €) + |€179(t,€) =0
9(0,8) = 4o (¢)

= §(t,€) = e 1€ty €).
\\2

Soit g(t) = 2 — &2, g vérifie : g()(€) = e et

(2t)2
= 9(t,€) = g(t)(§)vo (&) = g(t) * yo(§)-
—(z—s)2

= y(t,z) = m fRN e 4t yo(s)ds.

‘Vt >0, (x — y(t,z)) € C°(RY)
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L’équation de la chaleur sur RV

EQUATION DE LA CHALEUR, DIFFUSION CONSTANTE

Ovy(t,z) — Ay(t,z) =0, z e RN, t e RY,
y(0,2) = yo(z), z € RV,
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L’équation de la chaleur sur €2

EQUATION DE LA CHALEUR AVEC CONTROLES

Ory(t, ) — Ay(t,x) = 1, (¢, z)u(t,x), sur (0,T) X Q
4(0,2) = yo(2)

y =0, sur (0,7) x OQ\I'

y(t,x) = v(t,x), sur (0,7) x T
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Existence des solutions

Ory(t, ) — Ay(t, z) = 1, (¢, z)u(t, z), sur (0,T) X Q
4(0,2) = yo ()

y =0, sur (0,7) x OQ\I'

y(t,z) = v(t,z), sur (0,T) x T
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Existence des solutions

Ory(t, ) — Ay(t, z) = 1, (¢, z)u(t, z), sur (0,T) X Q
y(0,z) = yo(x)

y =0, sur (0,7) x 9Q\I"

y(t,z) = v(t,z), sur (0,T) x T

Théoréme

11 existe une unique solution y au probléme (2) (au sens donné ci-aprés), qui vérifie
de plus estimation :

vr € (0,7), ly(Tlls < Clllwolln + llullz0,70))-
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Existence des solutions

Ory(t,z) — Ay(t,z) = 1o (¢, z)u(t, x), sur (0,T) X Q
y(0,z) = yo(x)

y =0, sur (0,T) x OQ\I'

y(t,z) = , sur (0,T) x T

Définition : solution par transposition

Une solution de (2) est une fonction y € CO([0, T]; H) telle que
V7 €[0,T], Vz € H/,

/T(u(t, 2), Lo (¢, 2)0s (£))udt
W) 2 ans — W0, 020 pxar =3 °

oll ¢, satisfait I’équation dite retrograde suivante :
—9p, —Ap, =0, sur (0,7) X Q
@. =0, sur (0,T) x 02
(7)==
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Existence des solutions

Owy(t, ) — Ay(t,x) = , sur (0,T) X Q
y(0,z) = yo(x)

y =0, sur (0,7) x 9Q\I"

y(t,z) = v(t,z), sur (0,T) x T

Définition : solution par transposition

Une solution de (2) est une fonction y € CO([0, T]; H) telle que
V7 €[0,T], Vz € H/,

(W), 202 x 2 — (W0, 02(0)) pysrr = r 9
[T -ttt ), gmon Ot
0 on
oll ¢, satisfait I’équation dite retrograde suivante :
—9p, —Ap, =0, sur (0,T) X Q
@, =0, sur (0,T) x 02
(1) ==
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entes notions de controlabilité

CONTROLE EXACT

Deéfinition : Controle exacte

Soit T' > 0. Le systéme controlé est dit exactement controlable au temps 7' si pour
toute condition initiale yo € H et pour toute fonction finale y1 € H il existe
u,v € L%(0,T;U) telle que la solution y de (2) vérifie y(T) = yi.

H=L2%(Q) ou H~1(Q)...
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entes notions de controlabilité

CONTROLE EXACT

Définition :

Soit T' > 0. Le systéme controlé est dit exactement controlable au temps 7' si pour
toute condition initiale yo € H et pour toute fonction finale y1 € H il existe
u,v € L%(0,T;U) telle que la solution y de (2) vérifie y(T) = yi.

H=L2%(Q) ou H~1(Q)...
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entes notions de controlabilité

CONTROLE EXACT

Définition :

Soit T' > 0. Le systéme controlé est dit exactement controlable au temps 7' si pour
toute condition initiale yo € H et pour toute fonction finale y1 € H il existe
u,v € L%(0,T;U) telle que la solution y de (2) vérifie y(T) = yi.

H=L2%(Q) ou H~1(Q)...

CONTROLE APPROCHE

Définition : contrdle approché

Soit T > 0, le systéme controlé (2) est dit approximativement controlable au
temps T si pour tout € > 0, pour toute condition initiale yo € H et toute fonction
finale y; € H il existe u € L2(0,T;U) telle que la solution correspondante

L (ulyo) vérifie || L1 (ulyo) — y1lln < e.
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entes notions de controlabilité

CONTROLE AUX TRAJECTOIRES ET CONTROLE A ZERO

Définition : contréle aux trajectoires

Soit T > 0, le systéme contrdlé (2) est dit contrblable aux trajectoires au temps T
si pour toutes conditions initiales yo, %o € H, pour tout u € L2(0, T;U) il existe

% € L2(0,T;U) tel que les solution t — L¢(u|yo) et respectivement t — L+ (@|%0)
du probléme (2) avec la donnée initiale yo et le controle u, respectivement la
donnée initiale 3o et le controle @, vérifient L1 (u|yo) = L1 (4|yo)-
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entes notions de controlabilité

CONTROLE AUX TRAJECTOIRES ET CONTROLE A ZERO

Définition : contréle aux trajectoires

Soit T > 0, le systéme contrdlé (2) est dit contrblable aux trajectoires au temps T
si pour toutes conditions initiales yo, %o € H, pour tout u € L2(0, T;U) il existe

% € L2(0,T;U) tel que les solution t — L¢(u|yo) et respectivement t — L+ (@|%0)
du probléme (2) avec la donnée initiale yo et le controle u, respectivement la
donnée initiale 3o et le controle @, vérifient L1 (u|yo) = L1 (4|yo)-

i

Définition : contréle a zéro

Soit T' > 0, le systéme controlé (2) est dit controlable & zéro au temps T si pour
toute condition initiale yo € H il existe u € L?(0, T;U) telle que la solution vérifie

L (ulyo) = 0.
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Lien entre les deux types de controle

La preuve par le dessin :

Ficure : Contrélabilité & zéro = Controélabilité aux trajectoires.

minaire des doctorants



Lien entre les deux types de controle

La preuve par le dessin :

Ficure : Contrélabilité aux trajectoires = Controlabilité & zéro.
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Lien entre les deux types de controle

La preuve par le dessin :

Ficure : Contrélabilité aux trajectoires = Controlabilité & zéro.

Dans toute la suite, on s’intéresse uniquement & la controlabilité a 0 de ’équation
de la chaleur.
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COMMENT 8’Y PRENDRE?
Rappel : Ly : L?(0, T;U) — H, Lr(u) = L7 (u|0).

Le systéme (2) est :
o Exactement contrdlable < VYyo,y1 € H, Ju € L2(0,T;U), L (ulyo) = 1

< VYyo,y1 € H, Ju € L?(0,T;U), L1 (u) = y1 — L7(0yo).

& | LT est injective.

o Approximativement controlable < | Im(Ly) = H |
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COMMENT S’Y PRENDRE ?
Rappel : Ly : L?(0, T;U) — H, Lr(u) = L7 (u|0).

Le systéme (2) est :

o Controlable & zéro < Vyo,y1 € H, Ju € L2(0,T;U), L1 (ulyo) =0
< VYyo,y1 € H, Ju € L2(0,T;U), L1 (u) = —L7(0lyo)-

< [ Im(L7(0]e)) C Im(Lp)
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COMMENT S’Y PRENDRE ?
Rappel : Ly : L?(0, T;U) — H, Lr(u) = L7 (u|0).

Le systéme (2) est :

o Controlable & zéro < Vyo,y1 € H, Ju € L2(0,T;U), L1 (ulyo) =0
< VYyo,y1 € H, Ju € L2(0,T;U), L1 (u) = —L7(0lyo)-

< [ Im(L7(0]e)) C Im(Lp)

Solent X,Y, Z trois espaces de Hilbert. Soient F' € L.(X,Z) et G € L.(Y, Z). On
a:

Im FCIm G & 3c>0,Vz € Z',||[F*2||x: < c||G*z||y.
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COMMENT S’Y PRENDRE ?
Rappel : Ly : L?(0, T;U) — H, Lr(u) = L7 (u|0).

Le systéme (2) est :

o Controlable & zéro < Vyo,y1 € H, Ju € L2(0,T;U), L1 (ulyo) =0
< VYyo,y1 € H, Ju € L2(0,T;U), L1 (u) = —L7(0lyo)-

< [ Im(L7(0]e)) C Im(Lp)

Solent X,Y, Z trois espaces de Hilbert. Soient F' € L.(X,Z) et G € L.(Y, Z). On
a:

Im FCIm G & 3c>0,Vz € Z',||[F*2||x: < c||G*z||y.

A laide de ce Lemme, on peut alors retraduire les définitions de controlabilité :

Soit T > 0. Le systéme (2) est controlable & zéro en temps T si et seulement s’il
existe ¢ > 0 tel que I'inégalité suivante dite inégalité d’observabilité est vérifiée :

T
VzeH, /0 L7 2lIZdt > cll (L7 (01))* (2)I13,-

Mais qui sont L}, et (L7 (0]-))*?
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Résultat de controlabilité

C’est le point de départ pour montrer le théoréme suivant :

Théoréme : controlabilité & zéro de ’équation de la chaleur

Soit © un ouvert de R4, de classe C2 et connexe. Alors ’équation de la chaleur
avec controle interne ou au bord est contrélable & zéro pour tout temps 7" > 0.

Peut-on maintenant faire des simulations ?
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Simulation numérique

Maintenant, 2 = (0, 1).
Ayt z) — Ay(t,z) — 1.1x%y =0, (t,z) € (0,T) x Q
y(0,z) = y°(x), on Q,
y(t,0) =0, on (0,T),
y(t7 1) = Ub(t)v on (OvT)v

La solution croit exponentiellement si on la laisse faire!
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Le mot de la fin

o Dans tout ce qui précéde, on a pris v = 1.

o Que se passe-t-il si v dépend du point d’espace ?
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Le mot de la fin

o Dans tout ce qui précéde, on a pris v = 1.
o Que se passe-t-il si v dépend du point d’espace ?

o Grace aux simulations on peut avoir une idée...
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Le mot de la fin

o Dans tout ce qui précéde, on a pris v = 1.
o Que se passe-t-il si v dépend du point d’espace ?
o Grace aux simulations on peut avoir une idée...

e En fait, le résutlat précédent est encore valable!
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Le mot de la fin

o Dans tout ce qui précéde, on a pris v = 1.

o Que se passe-t-il si v dépend du point d’espace ?
o Grace aux simulations on peut avoir une idée...
e En fait, le résutlat précédent est encore valable!

Ma question :
Comment obtenir la simulation numérique qui précéde ?
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Le mot de la fin

o Dans tout ce qui précéde, on a pris v = 1.

o Que se passe-t-il si v dépend du point d’espace ?

o Grace aux simulations on peut avoir une idée...

e En fait, le résutlat précédent est encore valable!
Ma question :

Comment obtenir la simulation numérique qui précéde ?
Réponse... peut-étre pour la prochaine fois :)
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Le mot de la fin

o Dans tout ce qui précéde, on a pris v = 1.

o Que se passe-t-il si v dépend du point d’espace ?

o Grace aux simulations on peut avoir une idée...

e En fait, le résutlat précédent est encore valable!
Ma question :

Comment obtenir la simulation numérique qui précéde ?
Réponse... peut-étre pour la prochaine fois :)

Vos questions : 7
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Merci de votre attention!
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